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CapÍtulo I: O MoDELO MATEMÁTICO 
§ !.1 APRESENTAÇÃO 00 PROBLEMA: 
A politica de aproveitamento da energia 
de recursos hidricas levou à elaboraç~o e execução de um 
proveniente 
programa de 
construção de barragens e usinas hidr-elétricas interligadas em rios 
cujo porte permitisse um aproveitamento energético razoável. 
A transformação de muitos rios brasileir-os numa 
sucessão de lagos artificiais ocorreu num ritmo mais acelerado do que o 
aceitável para o conhecimento da biologia de sua fauna aquática. Assim, 
informaç~es sobre a reprodução e comportamento de peixes brasileiros e 
estudos sobre alteraç~es ambientais s~o bastante precárias (Bazzoli et 
all, 1991). 
de fechamento das muita Nos per1odos 
atenção é dada ao destino das populações ter-r-estr-es, pr-incipalmente 
devido à indiscutivel cober-tura dada pela impr-ensa aos programas 
(alguns dos quais de eficiência questionável) de ''salvamento" ou 
"repatriacão" de espécies. 
Por motivos óbvios do ponto de vista técnico, embora 
sejam igualmente importantes do ponto de vista ambiental, menos atenç~o 
vem sendo dedicada às populaç~es de vida submersa, já que boa parte dos 
relatórios de impacto se reportam apenas ao levantamento de espécies, 
um dos poucos trabalhos em que há um estudo mais 
exemplo, Bazzoli et al. (1991). 
apr-ofundado é, por 
Alguns estudos anter-iores, referentes 
migratórios de peixes de um modo ger-al (Welcomme, 1985 - apud 
a padr-ties 
Catella, 
1992) r-elatam que os melhor-es habitat de repr-oduç~o raramente coincidem 
com aqueles para a alimentaç~o, 
sazonal entr-e tais ár-eas. 
levando a um pr-oc&tsso de migr-ação 
Nos estudos mais antigos sobre migraç~o a chuva era 
consider-ada como fator principal que desencadeava o pr-ocesso 
migratór-io para fins de r-eprodução (lher-ing, 1929, 1930, lhering e 
Azevedo, 1936, Azevedo e Vieira, 1938- apud Petr-er-e Jr., 1985) . Mais 
recentemente, tem-se consider-ado como principais fatores o n!vel da 
água, juntamente com a temperatura (Schubart, 1943, Godoy, 1959 apud 
Petrere Jr., 1985). Além disso, há referências (Schubart, 1943, Bayley, 
1973,- apud Petrere Jr., 1985) onde é dada uma certa importância à 
fase lunar na migração, sendo que nenhuma prova foi estabelecida. 
A migraç~o de peixes em termos gerais, pode ser 
classificada, segunda Bonetto (1963- apud Petrere, 1985), de acordo 
com suas observaç~es na parte Argentina do Rio Paraná, da seguinte 
forma: 
(a) reprodutiva; 
( b) térmica; 
(c) trófica ou nutricional; 
(d) migrações de crescimento e 
(e) migraç~es devidas a fenômenos especiais, tais como os originados 
pelas variaç~es no nivel da água e correnteza. 
Welcomme (1985 apud Catella, 1992) reconhece 
vários padrões de movimentos migratórios, no 
principais: 
entanto, distingue três 
(1) Espécies de migração moderada pelo rio, cujos maiores movimentos de 
migração são para dispersão nos habitat da seca. As migrações para 
os sitias favoráveis à reprodução podem ser 
sendo rara a formação de grandes cardumes. 
rio acima 
(2) espécies denominadas de blackfish, geralmente de migração 
ou abaixo 
lateral, 
ou seja, buscando as bordas do canal principal dos rios; e 
(3) espécies caracterizadas como whitefish, de migração longitudinal, 
caracteristica dos peixes de .. piracema... Tais migrações E'Stão 
vinculadas, em geral, à rE'produção e à fuga de condiç~es adversas 
nas partes baixas dos rios e lagos. 
De um modo geral, o que se tem é uma população de 
determinada espécie (ou mais especificamente de uma c::lasse etária da 
espécie em estudo) vivendo num trecho de rio, 
com dimens~es de rio. Fechada a barragem, e 




c::aracteristicas em nada coincidentes com as anteriores. 
grande, mas 
de dias, o 
dimens~es e 
Com base nesses padr~es migratórios três 
comportamento serão considerados: 
tipos de 
2 
(1) A populaç~o estudada permanece no me~mo local, como se não tivesse 
havido modificação para espécies com este padrã:o, a 
caracteristica mais marcante é o de lenta e 
populacional, de forma aleat6ria. 
progressiva dispers~o 
(2) Numa segunda categoria de comportamento, temos populaçe5es que 
iniciam um movimento lateral progress1vo, em direçã:o às margens do 
lago em que o rio se transformou; como se lentamente saissem à 
procura daqui lo que o fechamento da barragem lhes tirou: a 
.. beirada .. na qual se encontravam~ Neste caso, temos um lento 
processo migrat6rio lateral a 
dispersão populacional. 
se c acrescentado ao movimento de 
(3) A terceira caracterização geral é de populaç~es que, a partir do 
fechamento da barragem e surgimento do lago, iniciam um processo 
ciclico, subindo e descendo o rio, dentro da nova situação de 
que flui dentro de um lago ... 
«rio 
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Estes comportamentos estão for temem te ligados, é 
claro, a outras caracteristicas das espécies observadas. Não obstante, 
os processos migrat6rios n:lío se dão em alta velocidade, mas 
gradativamente (por exemplo, as velocidades oscilam entre 0,03 Km/dia 
para Leoporinus sp. e 13,9 Km/dia para Duopatatinus emareinatus no Rio 
São Francisco, conforme Paiva e Bastos, 1982 - apud Petrere Jr.,1985) 
ao mesmo tempo em que se alter-am outros hábitos e comportamentos, 
devidos sobretudo à repentina e formidável m~dança do seu espaço vital. 
Reconhecemos, 






Este, no entanto, 
poderá ser muito útil para o re-exame de algumas 
sobre migraçâ:o. 
idéias gener-alizadas 
Diversos trabalhos que apresentam modelos 
estudo de crescimento e dispers~o populacional com referências 




relativamente rápida, conforme, por exemplo, Gurney & 
McMurtrie (1978), Nagasawa (1980) 1 Okubo (1980), Eanks, 
Nisbet (1975), 
Kareiva & Lamm 
(1985), Edelstein-Keshet (1988), Gueron & Liron (1989), Murray 
Diniz (1991). Não é este o caso do que foi caracterizado acima, 
(1989), 
devido 
sobretudo a dois fator-es: a escala de tempo do processo migratório e, 
consequentemente, o crescimento da população em termos de biomassa. 
Cabe observar que no modelo é possivel incluir (ou 
não) fenômenos extras, como explosão populacional ou uma grande 
mortalidade súbita, o que daria uma descontinuidade na 
• 
c~escimento populacional, sem que isso venha inviabilizar- as 
ap~aximaç~es numé~icas, jâ que o método a se~ utilizado compo~ta tais 
descontinuidades. Ent~etanto, pelo impacto no habitat, é posslvel a 
oco~~ência de um tipo de stress na populaç~o, acar~etando dai uma pausa 
na ~ep~odução, no pe~iodo de tempo que estamos conside~ando. 
§ !.2- FORMULAÇÃO DO MODELO: 
No modelo matemático devem figu~ar te~mos que 
desc~evam as fenômenos estudadas, pa~a uma biomassa especifica num 
intervalo de tempo arbit~ário [O,T] e x e O o dominio em que se realiza 
o estudo (o lago de barragem, ou um t~echo deste); 
(1.2.1) 
(1.2.1) 
b = b (x,y,t) = biomassa especifica 
{ } {
decaimento populacional} 
= dispe~s~o populacional - (mortalidade, efeito da -
p~edaçã:o, etc. ) 
_ {efeitos da migração} + {crescimento populacional} 
(c/coef.constantes) em termos de biomassa 
Observemos que, com a introdução das sinais em 
os coeficientes que i~ão figurar no modelo ser~o todos 
escala~es positivos. 
Os quat~o fenômenos 
modelados, ~espectivamente, po~; 
dispersão populacional: 
mencionados 
(1.2.2) " l>b que é o que se obtém de 
acima sã:o 
(1.2.2.) div(ot V"b) pa~a o caso de a, dito coeficiente de 
dispe~são populacional, se~ constante. 
Est~s equ~çBes de dispersão são apresentadas, por 
exemplo, em Skell~m (1951), Okubo 
Murray ( 1989) , 
(1980)' Edelstein-Keshet (1988), 
dec~imento populacional: 




justific~r est~ escolh~ bast~ tomar a equação: 
+ ab = O , cuja solução anal1tica é dada por: 
b(t) = b e -at 
o 
que representa um decaimento na 
biomass~. Gurney e Nisbet (1975), para populaç~es em geral, e Welcomme 
(1979), para populaç~es de peixesJ também sugerem esta forma (ob) 
o tratamento do fenomeno . 
•• efeitos da migração : 
para 
(1.2.4) div('\Yb), sendo que W dá a direção e a intensidade 
do processo migratório. Em van den Bosch 
et al. (1990) é dado um tratamento similar- para este ter-mo de migração. 
crescimento populacional: 
(1.2.5) f(b) = ab função q u e, pa r- a o p e r iodo de tempo 
considerado neste modelo, será a do tipo 
linear para uma primeira aproximaç~o. 
A equaç~o que se obtém, ent~o, será: 
(1.2.6) - 'Y.(Cit 'Vb) + ob + '7,('\Vb) = f ( b) para (x,t) e Ox[O,T] 
onde O é um domlnio de ~n (na realidade, aqui, que modela o 
habitat (no caso, o lago formado pelo represamento do rio), e o 
intervalo de tempo [O,T] é o periodo (arbitrário, mas inferior ao ciclo 
• 1entendida como a mudança de posiç~o dentro da barragem 
d 
de vida da espécie em estudo) para o processo migratório da populaç~o. 
As condições de contorno par-"a ôO = r
0 







~=O, V t ~ [O,T] 
e n, o vetor normal à parte externa da fronteira ôO que modela 
margens r ' r (fig.3) e 
o • 
(!.2.8) -a :;; = 11(b-8
0
], V te [O,Tl 
e n normal à parte da fronteira que modela as in ter faces da jusante 
(f' - a barragem) e da montante (r - que delimita ' . superiormente, em 
relaç~o ao r-io, •• o trecho do lago formado pela barragem) , 
sendo 8 a biomassa populacional na montante e na jusante 
• 
aquela em estudo ir-à competir se ocorrer migraç~o, e ~ um 
de permeabilidade, que indica a facilidade dessa migração, 
sentido quanto noutro: é uma condição de tipo Fick. 
ver fig.3; e 
com a qual 
coeficiente 
tanto num 
Tais valores podem ser diferentes para Jusante ' r 1 ' 
os ou montante (f'). Não hâ aqui • perda de generalidade ao usarmos 
mesmos valores para jusante e montante, apesar do programa desenvolvido 
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A condiç~o inicial é dada por: 
(!.2.9) b(x,O) = b (X) 
o 
, V X E Q 
Este problema evolutivo de contorno assim formulado 
se justifica, por um lado, com base nas observaçBes de ictiólogos no 
estudo de populaçé'5es sujeitas a alagamento natural, que estamos 
aplicando para o caso especifico de barragem. Por outro lado, os 
operadores escolhidos vêm sendo usados no estudo de populações com 
relativo sucesso qualitativo: ver, por exemplo, Skellam (1951), 
& Nisbet (1975), Gurtin & MacCamy (1977), Okubo (1980), Banks, 
Gurney 
Kareiva 
& Lamm (1985), Murray (1989), Hardin, Taká~ 
Bosch et al. (1990}. 
& Webb (1990), van den 
Resta ainda justificar a escolha feita para a função 
f(b) = ab 
A opção da crescimento linear se justifica, neste 
primeiro modelo: 
1) por um lado, a escolha de funções que descrevem comportamentos de 
densidade-dependente fica, a nosso ver, prejudicada pela repentina 
mudança de habitat, conforme mencionado anteriormente, fazendo cair 
dramaticamente a densidade populacional de todas as espécies, consi-
derando-se também um 
capacidade limite. 
possivel aumento da capacidade suporte 
2) como este modela é a primeira aproximaç~o do problema, a opç~o 




compreensão do fenOmeno e no teste do modelo geral para intervalos 
de tempo relativamente curtos em termos da vida dos espécimes, para 
a populaç~o em estudo. 
Em 8dnks, Kdreivd & Lamm (1985) é apresentada uma 
equaç~o similar a (1.2.6) para a dispers~o de insetos, diferindo apenas 
• 
nas condições de contorno. Neste ~rtigo, os ~utores f~zem um estudo 
para a estimativa dos parâmetros, em função dos dados experimentais. 
Seus resultados foram bastante satisfatórios, o que nos motivou a 
utilizar funç~o análoga para aplicaç~o em populaç~es icteas. 
Para futuros aperfeiçoamentos do modelo, poderemos 
incorporar outros tipos de funç~es (ver, por exemplo, Bassanezi e 
Ferreira, 1988: Verhulst, Gompertz, Ayala, von Bertalanffy), incluindo 
também fenômenos sazonais, o que, conforme já mencionamos, poderia 
tornar a funç~o f(b) descontinua. 
No capitulo seguinte passaremos à formulaç~o 
variacional e a demonstraç~o da existência e unicidade da soluç~o para 
o problema na sua formulação variacional. 
Capitulo 1 I: A FORMULACAO VARIACIONAL 
• 
§ 11.1- INTRODUCÃO: 
Ao invés de procurar a solução clássica ou forte do 
problema (1.2.6) - (1.2.9), iremos propor uma solução fraca, ou no 
sentido de distribuiç~es, optando por métodos de aproximaç~o de 
Elementos Finitos via o Método de Galerkin. 
Outra justificativa para a solução fraca consiste na 
possibilidade de poder usar a funç~o do crescimento populacional (em 
termos de biomassa) que modele fenômenos descontinuos, como uma 
colheita (no caso, a pesca), por exemplo. 
Para isso, faremos ent~o a formulaç~o variacional do 
modelo, o que consiste em: 
1- considerar as derivadas de (1.2.6) no sentido das distribuiç~es, 
2- multiplicar cada termo da equaç~o ( 1.2.6) par uma funç~o v, 
denominada função teste, sendo esta pertencente a um subespaço 
• conveniente de H (0), que denotaremos por o/ (explicitado adiante) e, 
em seguida, fazemos a integraç~o no sentido de Lebesgue sobre O. 
Neste caso, então, iremos procurar uma solução 
b = b(x,t), também em 7, espaço este dado por: 







(flg) = J f(x)g(x)dx 
o 
Neste caso, tomando 
e 
~ - 9(a 9b) + 9(Wb) + ab = ab 
(f lg> 
r 
- V(a Vb) + V(Wbl + (a- a)b = o • 
<O 
= J f(x)g(x)dy 
r 
teremos 
(!!.1.3) v] + (7(ltb) I v) + (<>-a) (b I v) =O, 
V v E 7, V t E (0, T) 
o que nos fornece, ao fazermos uso de um teorema do tipo Green no 
segundo termo do lado direito e, tomando W = 
equaç~o: 
(!!.1.4) 
(V.t, a seguinte 
+ v.(~ 1 ") + c" - a> (b 1 v) = o , 
V V E 7 e "f tE (0, T). 
Ora, de (1.2.7) e (1.2.8) obtemos que: 
8 .. 
onde ff • B , ff e s,. denotam, ' ' .. respectivamente, o coeficiente de 
permeabilidade na jusante, a biomassa na jusante, o coeficiente de 
permeabilidade na montante e a biomassa na montante. 
Da!, segue que: 
(!!.1.51 
V V E 7 e "f t E (0, T) 
A equaç~o (!!.1.51 é aquela que denominamos de 
formulação variacional ou formulaç~o fraca do problema (!.2.6- 1.2.9), 
11 
cuja ~oluç~o satisfazendo (!!.1.5) V u e 7, é chamada de ~olução fraca 
do problema (!.2.6- 1.2.9). 
Podemos observar que em (!!.1.5) aparecem apenas as 
derivadas primeiras, no sentido das distribuiç~es, da solução b(x,t) 
enquanto na equação (1.2.6) temos também suas derivadas segundas, no 
sentido clàssico. Desta forma, passando da formulação clássica (1.2.6) 
para a variacional (1!.1.5) estaremos enfraquecendo as hipóteses de 
regularidade da solução, o que proporciona um aumento da classe de 
funçaes para as quais o problema faz sentido. 
Além d ú;so, na formulação variacional, a 
demonstração da existência e unicidade da solução fraca se torna bem 
mais simples, ao compara-la com a da solução clássica. 
Assim, o problema (1.2.6) 
formulado variacionalmente: 
(1!.1.5') 
"'u e o/e Vt e (0, T) 
com 6
0
(t) o operador de Oirac e 
(11.1.6) b(x,y,O) 
(1.2.9) se torna, 
(b 1<>)6 (t) o o 
§ 11.2 - EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUÇAO: 
Fazendo uso do teorema de Lions (1961) (ver teor-ema 
1.1' do capitulo IV), ser-A necessário provar que o problema 
(11.1.5') (11.1.6) satisfaz as hipóteses do resultado citado, 
seguindo o procedimento adotado, por exemplo, em Gilli Martins 
Mistro (1992), Castro (1993). 
(1991), 
De fato, agrupando termas de (1.2.6) como segue 
abaixo e introduzindo a notação usada em Lions (1961), teremos; 
2 
(11.2.1) 
i. • j =1 
:,. (A .. (x,t) 
j ~ l.J 
2 














I u) + 
V ~ e 'Y e V t e (0, T) 
Em (!!.2.2), dadas as escolhas de 
{ " quando A .. = C) o 





i = j 
i ,. j de 
e de 
sendo, ainda, o termo independente 
(11.2.3) (f I u) (1 /e I ""'-. + 
-'"- .J /r • 
f1 /e I ""'-. .. '-.. /r • 
constante e ó o operador de Dirac: que ""fixa•• a c:ondiçâ:o inicial. o 
Passemos, agora, a verificaç~o de estar (1!.2.2) na~ 
condições do teorema citada, que apresentamos a seguir: 
TEOREMA: 
( i ) 
( i i) 
( i i i) 
Seja A(t, u, v) um operador tal que: 
v u, v e r, a funç~o: t ~ A(t, u, v) é mensurável, 
IA(t, u, v) I ,; M 11 u 
3 À e IR ta 1 que: A ( t, u, 
u v 11 • ' 
H (0) 
v) + ).. 11 "' 11 2 
:e 
<conli.nui.dade de A> 










é continuo em v, e se 
2 
e ~ (0), então 
nestas condiç~es, existe uma única função u. E 
(-oo,O) -----+ o ~ que é soluç~o do problema 
com u.( x, O) = u. ( x) 
o 
Seja A(t,u,v) dada pelo lado esquerdo de (!!.2.2) a 
Com efeito, temos: 
(1) A mensurabilidade do operador A(t, 
própria definição de A(t, u., v) . 
"'• v) está. garantida pela 
.. 
(2) A continuidade de A(t, u, V) pode ser obtida pelo que se segue: 
Como 
A(t, u, .u) v (/Jv. 
• lty 
Para cada te (O,T), ~eja f.1 = max { at, I o-a I} e usando a 
de~igualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos: 
atJ 'íltL 'íl.u 
o 
d~ + (a-a>J u u d~ ~ f.1 U 
o 
além disso, pela desigualdade de HOlder, temos que: 
f ~ ., ds " 1 v .I (} uX I 
dada a continuidade da imers~o de H1(0) em ~(0): 
lfl,l 11 u 11 • 11 " 11 + lfl I 11 "' :e ( br) 2 2 ( br) .. 11._, 11 " z;(brJ 
lfl,.l) 11 u 11._, 
"' (O) 
dai 




H ( 0) H ( Q) 
11 v 11 ' 
H ( 0) 
lago, tomando 
vem 
I A ( t' u, v) I ,; 
(3) Para obtermos a coercividade do operador A(t,u,v), vamos usar uma 





A(t,v,v) +À I v 11 
:e• 
" " IJx - clx 
' 
2 
~ "' J 
o LI 
i.=1 
e " hx 
2 
A(t,v,v) +À 11 v ll.:e' 
""12 J 2 - ds + (À + a - a) j v j ds + 
iJx i. ú 
+ v 
' 
ds + v2 "" iJx v ds + (1 J + (i .. • 
'" 




1} e aplicando a desigualdade de HOlder aos 
quatro últimos termos do lado direito desta equaç~o e repetindo o 
processo do item (2), acima, para os dois últimos, temos que: 
;>,. 11 " 
z éJv z 
" ".' 11 n i. iJx 2 ... , t. i. :e 
[ "" ( I iJx ll.:e' 11 " I :e• + R 
2 
+ (À. + " - a) 11 " n -
.:e' 
11 11 " 11 ] - c (n ... n • ) :e• .:e' :e• 
que pode ser reescrita na forma 




( [ 11 "" iJx 
2 
11 " li .:e' -
11 2 ] 11 ... 11 2 
;e ;e 
faremos agora o uso de um recurso clássico obtido da desigualdade 
para quaisquer p, w positivos, que aplicado ao último termo da 
inequação anterior, tomando 












J 11 H " I = 2 ilx,,:eZ 2" :e• t.=t 
+ (x + a - ~ - 2 ~ J 1 v 
2 
agora., tomando .5 = min{ ( "' - (c -2- -ã- ' 2& ) } e 
escolhendo h e e convenientes, para que tenhamos ô > O, chegamos a: 
A(t,u,u) + ~ H v H ~ .5 H v H 
;e" H1 101 
(4) Como o termo independente Lf(v) de (II.2.4), 
II.2.3), é constante e, além disso, temos que: 
V V E o/, ,; J-1(0) 
o que nos dâ, então: 
I f(U) 
dado por 





Portanto, teremos ·~exis;tencia e unicidade de uma 
solução b 
r( I -oo, TI 
= b(x,t), x E n, te (O,T), sendo que 
' ; H (0)), com b nula par-a t < on . 
•• 
tal solução estA em 
' ' 
Capítulo 111 - 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
§ IIT.l- A DISCRETIZACÃD DO MODELO, VIA MÉTODO DE GALERKIN: 
O p~imeiro passo da discretização será o da 
discretizaç~o espacial, via Método dos Elementos Finitos. Este método é 
uma técnica geral para construir aproximaç3es da solução de um problema 
de valor de contorno. O método envolve a divisão do dominio da solução 
num número finito de subdominios simples (os Elementos Finitos) " 
usando conceitos variacionais construir uma aproximante da soluç~o 
sobre a coleção de Elementos Finitos. 
Para isso, iremos trabalhar com formulação 
variacional para a discretização espacial do problema. 
Escolhendo em o/, N funçeses base tpi, denominamos 
o/h o subespaço de o/ gerado por elas, de forma que V vh e o/h é dada po~: 
"' 
(111.1.1) vh =L vi.(t) !p. (X ) 
' 
i."".-













j = 1 
N 
j = 1 
N 
b.(t)(a 7'(>.17'(> )+ 
J J ' 





b.(tJ(V .---l-I'P) + 
J .tuX ~ 
N 
j = 1 
< 
"""· b (t)(V ~. J I'P.) 
J Zv7 1. 
b . (tI ('P. I'(>.) 
J J ' 
fl,<a.l.,.> + r .. <B,.I'P> ' 
" l,.ief' l.i.er 
< • 
V rpi. da base de o/h, e V te (O,T) 
Observe-se que as pj' s são funçeíes de suporte 
compacto, que formam a base do subespaço e que na separaç~o de 
variáveis (III.l.l) corresponde às variáveis espaciais. A discretizaç~o 
seguinte é da variável temporal, de modo a transformar o sistema de 
Equações Diferenciais Ordinárias (1!1.1.3) via Crank-Nicolson com 
diferenças centradas em t 
n 
+ "' z num sistema linear implicitamente 
definido, fazendo: 




(I!I.I.4') b.(t + l>t) = 




obtemos de (III.l.3) o sistema linear 





b nT1 "" 
J 
b{0) 
"'- . CJ 
+ (3 .. 
v A t (i'tpj I 
• 2 "" 
a)] - "' A2 t(V"; I v,,) - v' A2 t(~; I ,,) 6,, - {<"; I ,,)[ 1 - A2 t (o 
- v A __ !r"". I 
zz--'byJ 
A t 
z- <" j - (3 M <"; I "c>r.} 
d. 
c 
~ A t (B 
jJJ 2 J -(3 M 
A t 









a distribuição inicial 
da biomassa 
A matriz A é chamada matriz de rigidez e o vetor 
(l ) 
resultem te das operaçi3es :8. b n + d, 
denominado vetor carga. 
para cada instante t , 
n 
A ordem das aproximaç~es temporais é, localmente, 
A escolha das funç~es teste p. será a de 
c 
elementos 
finitos triangulares de primeira ordem, que consiste 
Construir uma malha (dos Elementos Finitos) sobre 
conforme o exemplo ilustrado na figura 4 (para uma 
a seguir. 
em: 
o dominio 0: O 
T 
malha com 90 n6s), 
Apesar do exemplo exibir uma situaç~o em que Ax~Ay, 
n~o é esse o caso geral nem há restrição alguma nos esquemas numéricos 
neste sentido. 
•• 
y r z 







""' • ""' { ""' 
""' ""' 
""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' 1 7 .. 1 ~ 
A escolha das funções 
""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' .. • 
base 
""' ""' ""' ""' 
""' ""' ""' ""' ""' ""' 7 •• 
r 
o 
""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' ""' 61 67 7 
definidas globalmente, s~o do tipo linear po~ partes e 
a seguinte condição: 
se i.. = j 
set.;a!j 




""' ""' ""' ""' 
r 
1 
""' ""' ""' ""' X • 7S:O XM 
t i..g •• 
satisfazemdo 
Desta forma obtemos sobre cada n6 uma funçg(o 
partes, ''pirâmide'' conforme a fig.5 seguir, que linear poc 
assumindo o valor 1 no j-ésimo nó e ZERO nos demais nós. 
zz 
' ' ' ' ' 
-,"<----1 /-·· ·------.) .: 
fi.g. !i 
A funç~o esboçada acima é obtida a par-tir- da 
definição por partes, em cada triângulo da discretizaç~o do dominio, 
onde s~o trabalhadas localmente usando a sistemática de enumeração dos 
~ 
vértices para cada triângulo, chamando de 1 o vértice de maior ângulo e 
enumerando os seguintes no sentido anti-horâria; dai definimos 
localmente as 3 funç~es base, ou seja, sobre cada triângulo. Para est.;~; 
discretização dois tipos de triângulos serão considerados, os 
superiores T e os inferiores T., em cada triângulo teremos as 
a ' 
funç2'íes 
base definidas localmente conforme a figura 6, a seguir • 
•• 
X y 
y p~<x,y> = ' - Áx f,y 
Ay 
om T X t&mos: p;<x.y> = --,.;;;--2 ' i • 
tp~{:x:,y) = 
y 
T • t:Y • 
X y 
T. .p~<x,y> = Áx 
+ 
Áy 
- ' ' ' 
om T 
X 
' l9MOSI: .p~<x,y> = ' Áx • • o l,x X 
q:;o~<x.y> ' 
y 
= -• Ay 
tig. " 
Podemos obse~va~ que desta forma as funçé"::ies base, 
~ 
definidas localmente. p~(x,y), assumem o valor 1 no v~rtice ''i'' e ZERO 
. . 
nos outros dois, propriedade esta, exigida das candidatas à funç~o 
base. 
Além disso, temos também a continuidade das funçe5es 
"pir-àmide" na fronteira de cada elemento sendo, portanto, continua em 
n (o dominio discretizado), o que 
T 
torna de quadrado integrável, 
condição necessária para 
finitos. 
construção das aproximaçe:íes 
A seguir (fig.7 e 8), apresentamos as 
poc elementos 
gráficos das 







(fig.9 e 10) 







Alguns dos gráficos mostram uma irregularidade ao 
longo da diagonal que separam os 2 tipos de triângulo. Ela existe til: o 
somente na ilustraç~o feita pelo software Mathematica, nl<o existindo, 
de fato, nas definições das ~ s. 
Os resultados numéricos, obtidos pelo método 
descrito neste capitulo est~o apresentados no capitulo V, juntamente 
com os que obtivemos através de técnicas denominadas ''SUPG" 
(Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin), descrita no próximo capitulo. 
Zd 
' 
Capitulo IV, Uso DE TECNICAS DO TIPO ''UPWIND" 
§ !V.1 - INTRODUCÃO, 
A ap~oximação numé~ica para a solução de equaç~es 
evolutivas, usualmente - devido à componente migratória denominadas 
"de tr-anspor-te", como a apresentada em (I.2.6), podem trazer sérias 
dificuldades quando o termo advectivo-convectivo (quarto termo na 
equação I.2.6) é mais importante, isto é, quando ele é preponderante na 
equação. 
Isto pode ser observado por uma simples comparação 
entre os parâmetros~ e W (caso constantes), se W for bem maior que a, 
certamente aparecerão oscilaç~es numéricas na aproximação para os casos 
em que o tamanho da malha excede um certo valor critico (Heinrich et 
a 11 , 1977) . Problemas semelhantes aparecem também na equação de 
Navier-Stokes, em mecânica dos fluidos, com relaç~o ao ter-mo 
convectivo. 
Ao usar-mos o Método dos Elementos Finitos para 
obtermos uma aproximante da solução com elementos lineares através de 
uma malha uniforme, com inter-valos {l:J.x e l:J.y) relativamente gr-andes 
(malha grosseira), tais oscilaç~es indesejâveis aparecem. 
A raz~o principal destes problemas é que a matr-iz 
associada ao termo convectivo/advectivo é n~o simétrica, podendo gerar 
sistemas mal condicionados (Mor-eira e Wrobel, 1983) . Uma maneira de 
suprimir tais fenómenos é usando malhas bastante refinadas, de tal 
forma que a convecç~o/advecç~o perca a sua preponderância a nivel de 
elemento. No entanto, esta estr-atégia tem um custo operacional alto, já 
que para uma malha muito refinada a ordem do sistema obtido poderá ser-
bem alta. 
Para estabelecermos um critério onde se 
verificar- a possibilidade do aparecimento dessas oscilaç~es, 
utilizado é a denominada ''condiç~o de Peclet'' (Heinrich et all, 










componente i do vetor- '11 de convecção/advecç~o 
' 
onde: Ax. "' a dimensiO(o máxima do subintervalo na direçã:o X ' ' e "' "' o coe f i ciente de difusii!o 
O valor y é denominado número de Peclet e ele nos 
fornece uma condiç~o sobre a discr-etizaç:iro do dominio de modo a 
supr-imir- as oscilaç~es numéricas inerentes ao método utilizado. 
Uma outra condição, que também é utilizada nos 
casos de advecção transiente (coeficiente de difus~o ZERO), 







Alguns autores reconhecem que o método dos elementos 
finitos de 1~ or-dem v1a Bubnov-Galerkin fornece aproximaç~es dos 
operadores diferenciais equivalentes a diferenças centrais (Heinrich et 
all, 1977; Moreira e Wrobel, 1983). A maneira mais eficiente de se 
eliminar as consequentes oscilaç~es é através do processo denominadc 
"upwind" (Christie et all, 1976; Brooks and Hughes, 1982; Johnson, 
1987) • 
No processo de "upwind" a idéia é aproximar as 
derivadas convectivas/advectivas com um esquema do tipo diferenças 
regressivas, só que 
diferenças centrais a 
com isto perde-se em precis~o, já. que para 
precis~o é de segunda ordem, enquanto para 
diferenças regressivas tem-se uma precis~o de primeira ordem. 
Nesse sentido, o melhor esquema seria uma combinaç~o 
de diferenças centrais com "upwind" ~ mais conhecido coma "upwind" 
ótimo (8rooks e Hughes, 1982). 
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§ IV.2- O METODO ''UPWINO'': 
Basicamente, o método "upwind" consiste na troca da 
funç~o teste 
em vista que 
rp.(x,y) por uma outra função '1/1. (x,y) com certo peso, • • 
a. escolha de tais funç~es teste pode ser a~bit~Aria. 
tendo 
Isto 
significa que as funç~es teste pe~tencem a um espaço diferente do 
espaço de funç~es ge~ado~as (o/h) onde a. solução discreta bh ~ obtida. 
Tal método, onde as funç~es teste são dife~entes das 
funç~es ge~ado~as é, muitas vezes, chamado como um método 
Petrov-Galerkin. Lembrando que no método Gale~kin standard o espaço de 
funções ge~adoras e de funções teste, a menos de condições de conto~no, 
são o mesmo (Johnson, 1987). 
Diversos auto~es (Christie et all, 1976; Heirinch et 
all, 1977; Brooks e Hughes, 1982; Carey e Oden, 1983; Johnson, 1987) 
suge~em a seguinte fo~ma para a função teste, no caso unidimensional: 
(IV.2.1) "'~~· ( X) = 'P. (X ) + ó F ( X ) 
' ' 
onde ó é um peso, obtido convenientemente (ver, por exemplo, Brooks e 
Hughes, 1982; Mistro, 1992) e F(x) é uma funç~o positiva, sendo nula em 
cada n6, satisfazendo a seguinte condição 
elemento: 
h.x 
(Mistro, 1992) em cada 
(IV.2.2) Io F(x)dx = h.x -2- no caso de malha uniforme 
A figura 11, abaixo, ilust~a a situaç~o de um 
problema unidimensional em que temos a velocidade v (do ter-mo 






f i. 9- L~. 
No caso unidimensional, ilustrado acima, a forma 
usual de introduzirmos a curvatura na funç~o teste linear é escolher a 
funç~o F(x) quadrática, que se anula nos pontos nodais, e tomando o 
peso 6, positivo à esquerda do i-ésimo nó e negativo à direita do 
' 
i-ésimo nó, quando a velocidade estiver no sentido crescente do eixo x. 
Se, par outro lado, a velocidade estiver no sentido contrário, o peso 6 
terá os sinais negativo, à esquerda, e positivo à direita 
nó. 
do i-ésimo 
Como em nosso casa, temos componentes tanto na 
direç~o x, quanto y, devemos construir as funç~es teste observando o 
sentido do fluxo, de modo a acrescentar a funç~o quadrática antes do nó 
e subtrai-la após o nó, fazendo assim com que ela fique encurvada como 
se estivesse acompanhado o movimento do fluxo (semelhante ao movimento 
das ondas na direç:ilo do vento), dai o nome "upwind". 
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Além disso, para aquelas populaçeses com padr~o 
migratório da categoria ''blackfish'' (comportamento 2) o sentido da 
componente V da velocidade, muda conforme o ponto nodal, ou seja, caso 
2 
se situe entre a margem direita (r ) e o eixo do rio ela ser-à 
o negativa 
(-V ) e caso esteja entre o eixo do rio e a margem 
2 
será positiva (+V ) • 
2 
esquerda 
Nesse sentido vamos propor uma simplificaç2!:o 




para facilitar a construç~o das funç~es teste para o método "upwind", 
cujas novas condiç~es de contorno est~o descritas mais adiante. Além 
disso, consideraremos também, conforme sugerem Heinrich et all (1977) e 
Carey & Oden (1983), o valor ótimo para 6: 
(!V.2.3) 6 = max { O 1 - 2 " Vh.x } 
com ~ sendo o coeficiente de difus~o, v a componente da velocidade 
(da termo advectivo) e ~x o tamanho de cada subintervalo (no caso 
malha uniforme), tal que, caso seja satisfeita a condição de 




















As condiç~es de contorno ser~o tratadas mais 
adiante, no parágrafo IV.4 . 
• Na. fig. 1Z, jusa.nle seri.a. onde se encontra. a. ba..rra.gem, montr;~.nle 
interface que dellmi.ta. a. po.rle superior do lago formado pela. bo.rra.gem. 
§ IV.3 - CONSTRUÇAO DAS FUNC:ÕES TESTE ""UPWIND" BIDIMENSIONAIS PARA 
ELEMENTOS TRIANGULARES: 
Para esta nova discretizaç~o, vamos considerar o 
efeito do termo advectivo da equaç~o (!.2.6), tanto na direção x (no 
caso do comportamento 3) quanto na direç~o y (para o comportamento 2) 
no sentido crescente de cada eixo, supondo ainda que no intervalo de 
tempo estudado [O,T] 
velocidades. 
não haja mudança de sentido no campo de 
Desta forma, teremos a direç~o do "upwind" à direita 
na direç~o x (para populaç~es de peixes descendo o rio, comportamento 
3) e para cima na direção y 
comportamento 2). 
(para populaç~es com migraç~o lateral, 
Na formulação variacional do problema, 
base lineares serão as mesmas, 
as funçe:ies 
~"r,.,(x,y) ~' 
consideradas no capitulo III e tomaremos como funç~es teste VJ.(x,y) 
' 
aqui, da fo~ma sugerida em Heirinch et all 
bidimensional, que ap~esentamos abaixo: 
(1977), adaptada ao caso 
(IV.3.1) li/. (X , y ) = '/). ( X , y ) + Ó F (X , y ) 
' ' 
onde 6 é um peso que será obtido de aco~do com os parâmet~os 
provenientes da "condição de Peclet". da forma sugerida em Carey e Oden 
(1983) e F(x,y) é alguma funç~o positiva, que se anula em cada nó e 
satisfaz a seguinte condiç~o, 
elemento: 
como em Mistro (1992), sob~e cada 
(IV.3.2) I F(x,y)ds = o. 
' 




no caso de uma malha uniforme, 
t~iangular da disc~etização. 
com O. sendo o i-ésimo 
' 
elemento 
Como no capitulo III, vamos trabalhar sobre cada 
triângulo definindo localmente as funç~s teste, de forma a diferenciar 
apenas pa~a triângulos inferiores e superiores conforme ilustrado na 
•• 
figu~a 13, abaixo. 
y VJ"<x.y> = p~<x.y> + F~<x,y> < < 
liy 
am T lemos; \ll;<x,y> = P;<x,y> + F;<x,y> z < ' 
\ll"lx:,y} = q?"<x.y> + F;<x.y> T • • • 
T. '>f'":{x,y> = ?::-<x,y> + F~{x,y> 
' < • • • 
• z om T lemos: 'lji"'(X,y) = ~{x:,y> + Fz<x,y> 
/ix • z z o X 
VJ;<x,y> = P:<x,y> + Fg<x,y> • 
fig . .. 
Dessa fo~ma, escolhe~emos as funç!:Ses teste, 
localmente, tomando F(x,y) quad~ática de aco~do com as equaçi3es a 
seguir-: 




P"tx:.y> = < - t;;; /iy • 
X 
<p;<x,y> = -x;;-(!V.3.3') 
p;<x.y> = y -xy (!V.3.3") 
46 X 
[,: 1] 46 y [,: + - 1] X y y y F~<x.y> = + + + liy !iy < /ix liy (!V.3.4) 
46 X 
[,: 1] X y F;<x,y> = + /iy /ix (!V.3.4') 
46 y 
[,: - 1] y + y F"(x:,y> = /iy • liy (!V.3.4' ') 
onde 2 " } l-V_..Ax e 
Apresentamos a segu1~ (fig.14), os g~áficos das 
funç~es definidas acima, pa~a os t~iãngulos inferio~es, lembrando que 
nas definiç~es Já atribuimos os devidos sinais de forma a assumir 6 e 
X 
6 como constantes positivas para que as funç~es quadráticas sejam 
y 











(!V.3.6') F-<x,y> • 
(!V.3.6'') F-<x,y> • 
onde 
Para os triângulos superiores (T ), temos: 
• 
X y 
f>:<x.y> = &. + /J.y - • 1 
X 
r.:-<x.yl : • - /J.x • 
y 
?:;:<x.y> : 1 - /J.y • 
: 46 [r - ~] [2+ _2'_-r) + X /J.x /J.y 
+ 46Y [r "~ ] [~ + 
: 46 [r - ": ][~ + y -r] X /J.y 
46 [1 - "~ ][~ + y -r] y IJ.y 
__.!'_ -r] /J.y 
r - 2 "' 
V 
1
llx } e óy = max { o ; 1 - 2 "' V z!:J.y 
Os gráficos apresentados a seguir (f ig. 
} 
r5) 
representam as funç~es definidas acima, para os triângulos superiores e 
lembrando, novamente, que nas definiç~es já atribuímos os sina~s para 
que possamos assumir 6 e 6 como constantes positivas, de forma que as 
X y 
funçeses quadráticas sejam somadas ou subtraidas para obtenÇ:~o das 




Definidas as funç~es teste, localmente, estas ser-ão 
emendadas de for-ma a estabelecer- globalmente as novas funç~es teste 
as quais dever-~o ser- continuas no novo dominio discr-etizado. 
Par-a ver-ificar- continuidade dE>ssas 
YJ.(x,y), é suficiente verificar-mos par-a uma YJ.(x,y) definida 
' J 
sobr-e um 
j-ésimo nó centr-al, conforme a figur-a 16, abaixo. Iremos considerar- sem 
perda alguma de generalidade x = x 





1 T " • 2 --
r 
' 2 • 
T 
Áy • 
l T. ' • 2 
ÁX 
- }( e y = y - Y,., 
j 
isto é, todas 
de refer-ência. 
• 2 • • 
T 
s 
T • • • • j 2 
• 2 • • 
T • 
T 
2 • 9 
• 2 
ÁX 
fi.. 9· '" 
Obser-vando a figura acima, iremos verificar-
continuidade de l#.(x,y) 
J 
somente nas fronteir-as dos triângulos T ' • 
T 
9' 
T •' T •' T .,. T s' e 
T., 
' 
Na fr-onteira T T devemos verificar a emenda '!'-• 2 • 











Áy 6~ ] 
9? 
de (IV.3.3'') e (IV.3.4' ·) obtemos: lp;lx=o 
y 
l!.y 
o que implica na igualdade das funç~es V y e [0,6y] 
Na fr-onteir-a T T , a emenda yr (que está 
2 • • 
definida 
sobre T) com~~ (definida sobr-e T ), temos que: 
2 2 3 
y = ây(l - x/6x) para x percorrendo o intervalo [0,6x] 
logo, em (IV.3.3'') e (IV.3.4' ·) teremos: 
a: ][a: + 1 - a: - 1] = 
e, em (IV.3.5') e (IV.3.6') ter-emos: 
l/f" I 2 y=âyt~.-x/6x> = 1 - -"- - 46 [1 a. • a: ][a: + 
o que mostr-a a igualdade das funções nesta fronteira. 
• l-a. 
• 1 -a. 
Na fr-onteira T T , ~ (definida sobr-e T ) emenda com 
9 " 2 9 
"~r (que está definida sobr-e T ) , aqui temos: 
' . 
y = ây x per-corr-endo o intervalo [O,âx] em T
9 
dai, em (IV.3.5') e (IV.3.6') vem: 
e, 
l/1"1 = 1- ... ~- 46~[1-2 y=ây oU>< ~ a::] 
y = o com x percorrendo o intervalo [O,âx] em T • 
em (IV.3.3) e (IV.3.4) tem-se: 
lp;ly=O • =1-âx+ 
•• 
o que mostra a igualdade das funç~es nesta f~ontei~a. 
Na f~ontei~a T T , vr (que está definida sob~E' T ) 
4 5 1 "' 
emenda com~ (definida sob~e T ). 
3 5 
com X = 0 e y pe~co~endo o inte~valo [O,~y] em T • 
o que nos dá em (!V.3.3) e (IV.3.4): 
1 -





y pe~corendo o intervalo [0,6y] em T 
5 
e, em (IV.3.5' ·) e (!V.3.6'' ): 





, ~ (definida sobre T
5
) emenda com 
~- (definida sob~e T }, onde 
2 6 
y = Ay ( 1 - x I Ax } x perco~~endo o intervalo [O,AxJ 
em ( IV.3.'5") e ( IV.3.6"), nos lE>va à: 
X 
+ 1 - Ax 
e, em (IV.3.3') e (!V.3.4'), nos conduz à: 
•r I -2 y=.Ó.yU.-x/6:<)-
que é a igualdade para as funções nesta fronteira. 
Na f~onteira T T , ~ (definida sob~e T ) emenda com 
d 1 2 d 
~ (que está definida sob~e T ), aqui temos: 
1 1 
y = o com x pe~co~rendo o inte~valo [0,6x] em T
6 
que, levando em (IV.3.3') e (IV.3.4') nos dA: 
y = Áy com x pe~co~~endo o inte~valo [0,6x] em T 
1 
e, substituindo em (IV.3.5) e (IV.3.6), nos leva à: 
r; I y=Ay = 
dando-nos, po~tanto, a igualdade das funç~es nesta f~ontei~a. 
Finalmente, temos que, pa~a as f~ontei~as T T e 
• 5 
T T. as funç~es VJ":1 , VJ" s~o definidas identicamente nulas sobre estas ' ' ' 
diagonais, o que nos dá a continuidade das funçí"5es 
Jv; (x,y),lp (x,y), ... ,ljl (x,y) l sobre o novo domlnio discretizado O. 
lt 2 N ( T 
§ IV.4 - NOVA DISCRETIZACÃD, VIA GALERKIN e CRANK~NICOLSON 
Essa nova disc~etização se torna necessá~ia tendo 
em vista, a mudança no dominio e a int~odução do "upwind". Com relação 
a mudança no domlnio, esta não trouxe alteraç~es sobre as condiç~es de 
conto~no, pois ao colocarmos a fronteira r
0 
sobre o eixo do rio, ao 
invés de sob~e a ma~gem direita, mantemos a condição 
8b 
~=O, V tE (O,T] e n, O vetor posição normal 
já que, sobre o eixo do rio podemos considerar apenas o processo 
difusivo na direç~o no~mal e que este movimento (tipo "Browniano") ao 
40 
longo da f~ontei~a r 0 se torna nulo, pelas consideraç~s de simetria em 
relação ao eixo do rio. Assim, as condiç~s de contorno se~~o as mesmas 
ap~esentadas em (1.2.7) e (1.2.8). 
denotando 
(!V.4.1) 
Para a nova formulaç~o variacional 
N 





e substituindo vh pelas novas funções teste, em o/h o subespaço de o/ 










L b. ( t) (" ?<f'.!'l>f. )+ J J ' 
j=1 
N 
L b (t)(V ~i!'l') J ~u~ L 
N 
"\ b.(t) ''•L ' 
j=1. jef'1 
N 
""' b . ( t) (V "-• j I '1'.) J 2o.r7 l 
+ (a- a)\ b .(t)(<P.!'I'.) L J J L 
j=1 
Cabe observa~ que as são a base da parte 




:o J f(x)g(x)dy 
r 
A discretização seguinte é da variâvel temporal, de 
modo a transformar o sistema de Eqo..\açê5es Diferenciais Ordinàrias 








bn+i _J (t + - J J b .(t ) = onde = 
dt n 2 l.t J J n·t"i. 
l.t) 
b~-t-.t.+ bn 
b(t + - J J = 
J n 2 2 
(!V.4.3') 
obtemos de (IV.4.2) o sistema linear 
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a distribuiç~o inicial 
da biomassa 
No capitulo seguinte apresentamos alguns resultados 
numéricos, obtidos tanto pelo método Galerkin standard, quanto ~ela 
técnica do upwind, bem como uma análise destes • 
•• 
CapÍtulo V - RESULTADOS .. ANALISE E CoNCLU5ÕEB 
§ V.l - INTRODUCAO: 
Para obtermos simulaç~es mais realistas procuramos 
na literatura especifica dados pertinentes para a estimativa dos 
parâmetros bióticos (coeficientes de difus~o, de decaimento e de 
crescimento e a velocidade de migração), 
inicial da biomassa. 
assim como a distribuição 
Neste ponto houve certa dificuldade, tendo em vista 
que a maioria dos trabalhos abordavam, as vezes, somente alguns dos 
aspectos que nos poderiam fornecer tais elementos. Um dos trabalhos que 
traz dados mais completos, referentes ao curimbatá ( Prochi 1 odus 
scrofa), é o de Godoy (1959), cujo estudo foi feito no Rio Mogi Guaçu 
(no final da década de 50) como um todo, 
situação de represa. 
e não especificamente na 
Além deste, o trabalho de Petrere Jr.(1985) foi 
muito útil pdra a estimativa das velocidades de migração, onde são 
apresentadas as velocidades para algumas espécies distribuídas pela 
América Latina. 
Outra obra de grande valia, nesta fase, foi a de 
Welcomme (1979) que traz uma ampla abordagem sobre ecologia de peixes 
em rios alagáveis, trazendo modelos e estimativas de parâmetros para 
crescimento de peixes, mortalidade, estoque e produção para rios tanto 
tropicais, quanto de zonas temperadas, só que sujeitos a alagamento 
natural. 
§ V.2 - ESTIMATIVA DOS PARAMETROS: 
Para a estimativa da mortalidade Welcomme (1979) faz 
uma breve discussão sobre o assunto, trazendo estimativas para certas 
espécies, cujos dados apresentamos alguns, conforme o quadro a segui~. 
•• 
Ele dei~a cla~a a dificuldade para o tratamento deste fenómeno, tendo 
em vista a g~ande dive~sidade das causas de mo~talidade, bem como a 
va~iaç~o da taxa por classe etária: pa~a pe1xes de rios tropicais a 
taxa de mortalidade é bem alta no primeiro ano de vida e diminui 
p~ogressivamente a cada ano, já para os de rios na zona temperada 
ocorre o inverso, isto é, a taxa de mortalidade aumenta a cada ano. 
espe~i.a ri. o ano < ano • ano 9 ano • fontQ 
lropi.ca.t: 
Hidrocynus brevis Nl.gar 9,08 0,98 - - Da.ns;,ok<:> t S~?5~ 
Tilapia renda li i Kafue 4, CiS :1,40 1,40 1,40 KO.pGls ky { .i!)74) 
Polypterus senegalus Cho.ri. - 0,54 0,59 - Da.gllill • Ecoull n 
( 197Ci) 
lémp.e~>rada.: 
Salmo trutta Bera 2,10 :1. 94 j.,8:1 - Mo.nnt :t ~7 j. > 
Rutilus rutilus To.mi.sa 0,42 0,42 0,68 0,?0 Yanrd t !)? t) 
Gobio gobio Ta.rni.aa. 0,89 0,88 0,89 0,88 w:annt :t !)? t > 
Ta.beta. :1: Co,;.fl.ci.enle anual. de mortati.dCI.de z. dado por W&1.commet:1!)7~> 
para o modeto Nt l > = N o 
-zl 
• , o1"1de l a • o l ampo em semana9. 
Outro trabalho que contribuiu para a estimativa 
decaimento populacional através da retirada ou colheita (no caso 




processo evolutivo de pesca no reservatório de Sobradinho (BA), para o 
periodo de 1980 a 1986, cujos dados de captura 
gráfico a seguir (fig. 16). 
est~o apresentados no 
Pa~a obte~mos uma estimativa do decaimento da 
biomassa (somente devido à pesca) para eo;;te rE>servató~ia, calculamos a 
razão E>ntrE' captu~a e estoque, para cada ano, e fizemos a média 
aritmética simples dessas ~az~es. 
Segundo Pet~E>re Jr.(1994), uma E>stimativa razoável 
para o estoque de um modo ge~al, no reservat6~io de Sobradinho, ser1a 
• em torno de 300 Kg/hectare, o que equivale a 30 ton/km . Tendo em vista 
2 
que a área do reo;;ervat6rio é de 4 200 km , o que nos dá um estoque por 
volta de 126 000 toneladas e, dai, um coE>ficientE> médio (anual) de 
decaimento em to~no de: 





• o • • ll 
·" • 





i U~doa de c~ptur~ de peixea ! 










Outra dificuldade que tivemos foi na obtenç~o do 
parâmetro de crescimento populacional, em termos de biomassa, dentro do 
modelo malthusiano de crescimento, para isso trabalhamos com os dados 
apresentados por Welcomme (1979) referentes a estoque e produção, 
<5 
usando um modelo de von Bertalanffy, adotado em Daget e Ecoutin (1976), 
para biomassa e produç~o, dado pelas seguintes equaç~es: 
(V.2.1J B = w N 











<peso x n- de i.ndi.vi.duos> onde 
lpri.nci.pio da AtomGlri.a> com 




Segundo Welcomme (1979) o modelo foi aplicado para a 
espécie Polypte>rus sene>gall.1s e trouxe resultados com boa aproximação 
aos dados observados, dando uma produç~o de 528,54 kg/hectare-ano (taxa 
Produç~o/Biomassa = 0,559) para o coeficiente de mortalidade Z = 0,04 e 
281,65 kg/hectare-ano (taxa P/8 = 1,123) para Z = 0,10. 
No entanto, para não perder car-acteritica de 
linearidade do modelo proposto em I .2.6, não utilizamos o modelo 
apresentado pelas equaçê:Ses (V.2.1 V.2.4), tendo em vista as 
dificuldades que este tr-ar-ia para a implementação do código numérico 
pelo fato da não linearidade que aparece nesse ultimo. o que não 
impede, contudo, a sua tentativa em futuros aperfeiçoamentos do nosso 
modelo. No presente momento, o modelo apresentado acima, serviu apenas 
de base para a estimativa do parâmetro de crescimento da biomassa. 
Concluída esta fase de "garimpagem" na literatura 
foi possivel então ter uma idéia, em termos espectrais, do intervalo de 
valores em que estavam compreendidos os par-âmet,.os. Contudo, uma 
qu~stão continuava em aberto, o coeficiente de difus~o, que em termos 
experimentais traz inúmer-as dificuldades metodológicas, tendo em vista 
dois fatores, a saber; 
a ca ... acteristicd do movimento "browniano" associada •o termo que 
modela o fenómeno de difus~o; 
o intrincado balanço entre espalhamento e concentração (Okubo, 1980), 
associado à movimentaç~o de cardumes. 
4d 
Nessa p~imei~a ap~oximação, optamos então po~ uma 
relaç~o linea~ ent~e a velocidade de migr-ação e o coeficit~nte de 
difus:ã:o. isto é: 
V = k a, 
' 
como fo~ma de supe~a~ esta quest~o para as simulaç~s que apr-esentamos 
nos par-ágr-afos seguintes, já que em te~mos p~áticos o que se tem é a 
velocidade de invasão populacional, devido tanto à migraç~o 
pelo te~mo advectivo) quanto à difus~o (dada pelo laplaciano). 
(tr-atada 
Em van den Bosch et al,(1990) é ap~esentada uma 
solução analitica par-a uma equaç~o de dispe~são similar- à equaç~o 
(1.2.6), sob~e dominios elipticos que, segundo os autores, teve boa 
apr-oximação para os dados observados, na modelagem de dispers~o 
de algumas populaçôes terrestr-es e de aves. 
' 
§ V.3 - RESULTADOS NUMERICOS - VIA GALERKIN STANDARD: 
A r-esoluç~o do sistema dado em ( 111.1.5)' a cada 
iter-ação, foi atr-avés do método LU (via softwar-e LINPACK: SGECO, 
SGESL). A linguagem escolhida foi o FORTRAN e o programa foi compilado 
em ambiente SPARC-Station/SUN; as visualizaç~es gráficas for-am obtidas 
com o uso do softwar-e MATHEMATICA, disponivE'l nos equipamentos do 
LABMA. 
Os par-âmetr-os utilizados E'stão descr-itos nos quadr-os 
que acompanham os r-espectivos gráficos e simulam os três padr~es de 
comportamento, a saber-: 
nos gr-áficos 1-a e 1-b (fig. 17 E' 18) os exemplos são pa~a as 
populações mais sedentárias em termos migr-atór-ios (comport~mento 1); 
nos gráficos 2-a e 2-b (fig. 19 e 20) temos a situação par-a 
populaç!:':Ses da categor-ia denominada "black.fish" (compor-tamento 2); 
e, finalmente, nos gráficos 3-a e 3-b (fig. 21 e 22) temos a situação 
referente às populaç2Ses da categoria "whitélfish" (comportamento 3). 
~ '" 
gráfico 1-a., parâmetr-os: 
C< = 0.001 a = o.14 
a = 0.145 v = 
o.o v = o.o 
1 
2 
(lj = o.o 
B = o.o (lm = 
o.o B = o.o 
j 
m 
At = 0.5 Ax = o.zo 
Ay = 0.20 
N~ de Peclet = o.o 
~= OdHS 
I ' 150 di<s 






Ot = 0.0001 Ct = 
o.14 a = 0.141 




(1 = o.o1 B. = 
1.0 (lm = 0.1 




t.t = o.s t.x = 
o.oe t.y = o.os 
N~ de Peclet = o.o 
\ : ~o diu 
I : o dÍi$ 
\ : !50 dits 
t : 75 dHS 
l 





0.0001 " = o.lB 
a = o.tB v = 
o.o v = Q.002 
' 
2 
~j = o.o 
8. = o.o ~m = 
o.o 8 = o.o 
J 
m 
At 0.5 Ax 
O.OB Ay O.OB 




t - 10 dü.s . -
l : ú dÜ~ 
1 
l ' 150 diu 
t : 60 diiS 
fi.g. ~~ 
•o 
gr-áfico 2-b9 par-âmetr-os: 
" = 0.01 
a = 0.20 a = 0.18 v = 0.0 v = 
0.1 
1 2 
(3j = 0.0 8. = o.o (3 = 0.06 
8 = 15.0 
J m 
m 
bt = 0.5 bx = 0.2 by = 0.2 
N." de Peclet = 2.0 
. - O diis \ : 15 dü~ . -
t:!\dÜs 
l : 158 di<s 
n 3 . 20 
gráfiCO 3-a., parâmetros: 
C< = 0.001 a = 0.14 d = 
0.15 v = -0.01 v = o.o • 2 
(l = 0.01 8. = 0.0 (lm = 
0.01 8 = 15.0 
J J 
m 
At 0.5 Ax 0.12 
Ay 0.12 
o de Peclet 1.2 
= = = 
N- = 
t : 45 dü.s . - O dn~ . -
t : 90 diu 1 : 150 düs 
fi.g. 2:1. t .. ubi.ndo o rio> 
52 
gr-áfico 3-b, par-âmetr-os: 
C< = 0.001 a = o.14 
a = 0.15 
v = 0.01 v = 0.0 
' 
2 
f?; = Q.01 
8. = 1.5 (?m = 
0.01 8 = o.o 
J 
m 
At = o.5 Ax 0.10 
Ay = 0.10 N~ de 
Peclet = 1.0 
\ ' 15 diu 
F 'V aiu 
t : 150 düs 
t: T5diu 
l 
fi.g. 22 (de~cendo o ri.o> 
As simulaçees apresentadas nos gráficos anteriores 
foram obtidas limitando-se a familia de parâmetros apenas a certas 
condições de forma a contornar os problemas de oscilação numérica, 
provenientes da interferência do termo advectivo da equaç~o. Para 
outras familias onde ocorrem tais oscilaç~s iremos recorrer ao Método 
Upwind, cujos resultados estão apresentados no parágrafo seguinte. 
§ V.4 - RESULTADOS NUMER!COS - VIA GALERK!N COM UPW!ND; 
Os resultados a seguir, foram obtidos através de um 
código numérico em FORTRAN, compilado em ambiente SPARC-Station/SUN, 
onde optamos por resolver o sistema dado em (IV.4.4) a cada iteração, 
via o método da fatoraç~o L.U., tendo em vista a característica 
evolutiva do problema, onde a matriz J1l é fixa e o 
~ ~. b<n> resultante das operaçues ~ + d é atualizado a cada 
integrais dadas pelos termos a 
ii' ~-. " 
e d foram 
analiticamente, com o uso do software MATHEMAT!CA, 
visualizaç~es gráficas. 
Os parâmetros 
descritas junta aos gráficos, 
comportamento, a saber: 
aqui utilizados, 




bem como as 
também est~o 
padreies de 
no gráfica 4 (fig. 23) apresentamos um exemplo para aquelas 
populaç~es mais sedentárias em termos migratórios (comportamento 1); 
no gráfico 5 (fig. 24) o exemplo apresentado é para populaç~es da 
catE>goria denominada "blackt.ish" (comportamento 2); 
e, por fim, no gràfico 6 (fig. 25) é ap~esE>ntado um exemplo que se 




: o.oos o = 0.11 
a = o.1o v 




(l = o.l 8. = 
1.5 (lm 





At = o.s Ax = 
0.20 Ay 
: 0.20 
N~ de Peclet = 
o.o 
\: JG diu 
l 
8 
\ : 150 dÜS 
ft.g. Z3 
•• 
gráfico 5, parâmetros: 
" 
~ o.oo1 o ~ o .10 
a ~ o .11 v = o.o 
v = 0.05 
' 
2 
(lj = o.1 8. = 
1. o (lm ~ o.o 
B = o.o 
J 
m 
At = Q.5 h.x = o.2 
h.y = 0.2 N~ de 
Peclet ~ 10.0 
l : 15 di<' 
1: Odiu 






o.oos " = 
o.1 a = 
0.13 v = 
0.01 v = o.o 
1 
2 
(j. = o.o B. = 
o.o (jm = 













t : 15 dÜ.5 
i : 150 diu 
t : 15 di<s 
3 
§ V.5 - ANALISE DOS RESULTADOS• 
A simulação apresentada pelo gráfico 1-a, onde 
assumimos que a área em estudo (dominio 0) está fechada, isto é, não há 
migraç~es nem na montante e nem na jusante, mostra um lento processo de 
dispers~o na área, com os peixes chegando nas margens após 75 dias, ou 
seja, b(x,y) ~O para (x,y) e r e r quando t 
o 2 
75. Além disso, 
tendência num prazo maior, é uma distribuiç~o homog~nea da biomassa no 
daminio com um crescimento da biomassa ao longo do tempo, já que para 
esta simulaç~o consideramos a taxa de crescimento da biomassa maior que 
a taxa de decaimento (a>~). O que foi comprovado para um número maior 
de iteraç~es, isto é, t > 300 dias. 
Já para o gráfico 1-b, há uma distr-ibuição mais 
heterogênea devido a imigração que aparece na montante e na jusante, 
pois nesta ~imulaçãa assumimos que as coeficientes de permeabilidade 
tanto na jusante quanto na montante são não nulos e que biomassa 
externa, mesmo constant@, é maior que biomassa interna, para o 
intervalo de tempo considerado (t S 150 dias). 
Na gráfico 2-a, houve uma certa semelhança, em 
termas qualitativas, na distribuiç~o da biomassa ao compará-lo com o 
gráfico 1-a, cuja principal diferença foi que na simulação dada em 2-a 
os peixes chegaram mais rápido nas margens (em t ~ 30 dias). O que era 
de se esperar, tendo em vista que neste caso estdmos considerando 
migraç~o lateral. Aqui também assumimos que o sistema é fechado, ou 
seja, não há permeabilidade nem na jusante nem na montante. 
A simulação apr@sentada pelo gráfico 2-b, mostra uma 
migração mais rápida até as margens (b(x,y) ~O para (x,y) e r e r o 2 
quando t 2 3 dias) do que a simulação dada em 2-a, no entanto, como 
nessa simulação estamos assumindo que mortalidade é maior que o 
crescimento (a< a), biomassa vai decair para zero, EC>xceto na 
montante e em sua vizinhança, para t ~ 200 dias. 
,. 
A simulaç~o obtida no gráfico 3-a mostra claramente 
o processo migratório rio acima e o processo de difuslo levando a uma 
dispers~o lateral, aqui consideramos os coeficientes de permeabilidade 
tanto na jusante como na montante, não nulos, o que possibilitou a 
passagem dos peixes pela montante, levando a uma densidade de biomassa 
muito baixa dentro do dominio, decorrido um tempo maior (t} 300). 
No gráfico 3-b, fizemos a simulaç~o para a 
inversa daquela considerada em 3-a, ou seJa, migração rio abaixo, cujos 
resultados também se mostraram satisfatórios, isto é, dentro do que 
estava previsto, qualitativamente. 
Galerkin standard, 
Assim, de um modo geral, os resultados 
em termos qualitativos, apresentaram 
obtidos via 
resultados 
de acordo com o esperado, tendo em vista os 
Contudo, para os grãficos 2-a e 2-b, era 
parâmetros considerados. 
de se esperar uma maior 
quantidade de biomassa nas margens e menor para os nós mais proximos da 
calha do rio, tendo em vista a caracterista do movimento migratório. 
Uma explicação para este fato poderia ser a 
combinação dos parâmetros relativos aos termos de difus~o e advecção, 
numéricas, o que levou a um certo de modo a evitar as oscilaç~es 
equilibrio entre estes termos 
distribuição homogênea da biomassa, 
acarretando, consequentemente, à 
como no gráfico 2-a estabilizando 
num valor constante (aqui, assumimos a = a) e declinando no gráfico 2-b 
(aqui, a~ a). 
Esta seria uma limitaç~o do modelo, utilizando o 
método de Galerkin standard, tendo em vista as caracteristicas dos 
parâmetros e da equação que modela o fenômeno, n~o obstante, as 
simulaç~es apresentadas, mesmo que para populações ficticias, podem 
trazer embasamento teórico para estudos de campo e, a partir destes, 
calibrarmos o modelo para este primeiro método, ou até mesmo refutA-lo 
num caso e~tremo. 
Jâ com o uso da técnica de upwind, os resultados 




numé~icos ap~esenta~am dife~enças 
cada tipo de compa~tamento 





pelo maior- gr-au de liber-dade par-a a escolha dos par-âmetr-os. 
Nesse sentido, os resultados obtidos se mostraram 
mais adequados às situaç~es consider-adas, dentro do intervalo de 
utilizado par-a as simulações (cerca de 5 meses). 
tempo 
Cabe agor-a, um tr-abalho conjunto com Ictiólogos, 
visando ao aprimoramento da modelo e a obtenção de dados de campo 
uma comparação mais realista. 
para 
De certo modo os resultados obtidos foram 
animadores, mas ao mesmo tempo frustrantes. Frustrantes pelo fato de 
n~o haver dados para o estudo efetivo das populações envolvidas. E, por 
outro lado, animadores porque o esquema numérico funcionou bem e pode, 
certamente, ser usado no estudo das migrações quando um lago é formado 
pelo represamento de um rio. 
Certamente podemos afirmar que este estudo indica 
que não basta o simples remanejamento, como é de praxe, daquelas 
populações humanas ribeirinhas que tem na pesca importante complemento 
alimentar. Por um lado há um razoável periodo para que 
migraç~o em direç~o às novas mar-gens. Por outro 
populacional 
se complete a 
lado há também 
atinja aqueles semelhante periodo para que a 
niveis suficientes par-a que 
densidade 
a pesca se realize. Estas duas 
car-acter-isticas apar-ecem de modo claro nas simulaç~es. 
§ V.6 - CONCLUSOES: 
Segundo Bazzoli et al.(1991), do ponto de vista 
reprodutivo, entre os peixes de fecundaç~o interna, para os quais hã 
desova (que pode ser de dois tipos: total ou parcelada), um dos 
prováveis impactos sobre a ictiofauna será o predominio das espécies de 
desova parcelada, as quais desovam 
lênticos (de baixa correnteza). 
preferencialmente em ambientes 
Welcomme (1979) classifica várias espécies, 
categorizando-as de acordo com a forma de reprodução e dentre aquelas 
de desova parcelada há uma certa predominância para os da categoria 
"blac:kfish", ou seja, possivelmente para a situação de represa terlamos 
o predominio de populações com padr~o migratório lateral (buscando as 
margens) • 
Quanto ao modelo, este poder-á. tr-azer avanços 
estudos 
se dê). 
e simulaç~es, tanto no caso de r-epr-esamento (antes que 




contr-ibuir com a pr-evis~o de possiveis danos ambientais ou impactos 
ecológicos, evitando assim pr-ejuizos às populaç~s r-ibeir-inhas que tem 
no peixe, componente importante de sua dieta. 
pr-ogr-ama, 
Além disso, com o 
este poderá ser bastante útil 
par-a uma mt-lhor 
apr-imor-amento do pr-esente 
no manejo e monitoramento de 
dt-stt- enorme ecossistemas, 
instalado, na produç~o de r-ecur-sos pesqueir-os, como fonte 
potenci.al já 
de r-ecur-sos 
r-enováveis dentr-o dessa nova ótica de ecodesenvolvimento (Sachs, 1993), 
ou desenvolvimento sustentado, que se coloca na ordem do dia. 
APENDICE 
Apresentamos a seguir a listagem do programa-fonte, 
codificado para FORTRAN, para a discretizaç~o espacial 
standard e discretização temporal via Crank-Nicolson. 
via Galerkin 
PROGRAM ELEFIN 
*~================== Programa principal =================== 
*:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
* PROGRAMA ELEMENTOS FINITOS - METDOO GALERKIN {STANDARD) 
*----------------------------------------------------------------------* PROGRAMA PARA ELABORAR E RESOLVER UM SISTEMA DE EQUACOES LINEA-* RES, NA FORMA MATRICIAL, ASSOCIADO A FORMULACAO VARIACIONAL DO * PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO, QUE MODELA A DISPERSAO DA BIO-* MASSA DE PEIXES NUM LAGO FORMADO POR REPRESAMENTO DE RIO, USAN-* DO O METODO DE GALERKIN STANDARD PARA A DISCRETIZACAO ESPACIAL, * COM UMA MALHA DE ATE 400 NOS, E CRANK-NICOLSON PARA A DISCRETI-
* ZACAO TEMPORAL. 
·----------------------------------------------------------------------
*  DECLARACAO DAS VARIAVEIS : 
* --------------------------
*  1 - Parametros do modelo: 
* * • 
* 
* * • 
* 

















permeabilidade na jusante 
•• na montante 
taxa intrinseca de crescimento da biomassa 
coeficiente de predacao ou decaimento 
componente na direcao do eixo-X, da velocidade 
'' na '' do eixo-V, da '' 
biomassa da jusante (rio abaixo) 
biomassa da montante (rio acima) 
= distribuicao inicial da biomassa na represa 
* 2 - Parametros da discretizacao: 
* * * * * * * * 
* * * * * * 
NX = numero de subintervalos no eixo-X 
NY = numero de subintervalos no eixo-Y 







= contador das iteracoes 
= intervalo temporal 
~ comprimento de cada subintervalo no eixo-X 
'' de cada '' no eixo-Y 
= numero de Elementos Finitos no dominio discretizado 
= " do dominio discretizado 
MALHA : matriz 
de nos 
malha 
4 - Variaveis do sistema: 
• • 
* * * • 
* 
* 
* * * 
* 
A = Matriz de rigidez 
8 = Matriz Secundaria 
X = Vetor solucao do sistema para a IT-esima iteracao 
AL, AM, AN, P, Q, VR = Vetor e Matrizes auxiliares 
PARAMETER (MAX = 400, N = 3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H, 0-Z) 
DIMENSION Z(MAX), IPVT(MAX) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX),O(MAX),X(MAX),Y(MAX) 
COMMON /SUB/AL(N,N), AM(N,N), AN(N,N), P(N), Q(N), VR(N) 




Abertura do arquivo de dados 
OPEN(l, FILE = 'solucaol', STATUS = 'new') 
 Chamada da subrotina para entrada de dados e condicao inicial 
* 
* * * 
• 
* * 
* * • 
* * * 
CALL INICIO 
Chamada da subrotina para elaborar a matriz malha 
CALL MALHAM 
Chamada da subrotina para elaborar a matriz de ~igidez 
CALL RIGIDEZ 
Chamada da subrotina para a fatoracao L.U. de A: 
CALL SGECO(A,MAX,NN,IPVT,RCOND,Z) 
Chamada de subrotinas para o produto e resolucao: 
DO 50 IT = 1, ITMAX 
CALL PROO 
CALL SGESL(A,MAX,NN,IPVT,Y,O) 
DO 60 I = 1, NN 
60 WRITE(1,70) Y(I) 
DO 50 I = 1, NN 





























PARAMETER (MAX = 400, N = 3) 
IMPL!CIT REAL*4 (A-H, O-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAXJ,B(MAX,MAX) ,D(MAX),X(MAX),Y(MAX) 
CDMMON /SUB/ALCN,NJ, AM(N,NJ, AN(N,N), PCN), Q(NJ, VR(N) 
COMMON /VARl/NX, NY, NT, NN, NXMl, NYM!, NNY,NNYMl,IT,ITMAX 
COMMON /VAR2/CD,S,R,Vl,V2,BJ,UJ,BM,UM,DX,DY,DT,BIN 
CDMMON MALHA(MAX,N) 
Ent~ada, via teclado, dos parametros do modelo 
WRITE(6,10) 
FORMAT(' Coeficiente de Difusao, 
READ ( 5, * I CD 
WRITE(6,15) 
FORMAT(' Mortalidade devido a migracao, 
READ ( 5, *I S 
WRITE(6,201 
FORMAT(' Taxa de crescimento da Biomassa, 
READ (5,*) R 
WRITE(6,25) 
CD = . I 
S = ' I 
R = ' I 
FORMAT(' Coeficiente de permeab. na jusante, Bj = ') 
READ ( 5, * ) BJ 
WRITE(6,30) 
FORMAT(' Populacao externa na jusante, 
READ ( 5, * ) UJ 
WRITE(6,35) 
Uj = . I 
FORMAT(' Coeficiente de permeab. na montante, Bm = ') 
READ (5,*) BM 
WRITE(6,40) 
FORMAT(' Populacao externa na montante, 
READ (5,*) UM 
WRITE(6,45) 
Um = · ) 
FORMAT(' Componente Vl, na direcao do eixo-X, Vl = ·) 
READ (5,*) Vl 
WRITE(6,50) 
FORMAT(' Componente V2, na direcao do eixo-Y, V2 = ·) 
READ ( 5, * ) V2 
WRITE(6,55) 
FORMAT( · Intervalo temporal, 
READ ( 5, * I DT 
DT = . I 














FORMAT(' Valor maximo de X, 
READ ( 5, *} XM 
WRITE(6,62) 
FORMAT(' No. de subintervalos em X, 
READ ( 5, *) NX 
WRITE(6,64) 
FORMAT(' Valor maximo de Y, 
READ (5,*) YM 
WR!TE(6,65) 
FORMAT(' No. de subintervalos em Y, 
READ I 5, * ) NY 
WRITE(6,70) 
FORMAT(' No. maximo de iteracoes, 
READ (5,*) ITMAX 
WRITE(6,75) 
75 FORMAT(' Biomassa inicial, B(x,y,O) = ') 
READ (5,*) B!N 
XM = ' ) 
NX = ' l 
YM = ') 
NY = ' ) 
ITMAX = ' ) 
* Calculo das variaveis da discretizacao; 
• 
DX = XM/NX 
DY = YM/NY 
NXMl = NX + 1 
NYMl = NY + 1 
* numero de elementos finitos 
NT = 2*NX*NY 
* * numero de nos 
* • 
NN = NXMl*NYMl 
Preparacao da condicao inicial 
NNY = NYMl/2 
NNYMl = NNY + 1 
DO 80 I = O, NX 
X(NYMl*I+NNY) = BIN 




DO 90 I = 1, NN 










PARAMETER (MAX = 400, N = 3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H, 0-Z) 
COMMDN /MAT/A(MAX,MAX},B(MAX,MAX),O(MAX),X(MAX),Y(MAX) 
COMMON /SUB/AL(N,N), AM(N,N), AN(N,N), P(N), Q(Nl, VR(Nl 
COMMON /VARl/NX, NY, NT, NN, NXMl, NYMl, NNY,NNYMl,IT,ITMAX 
COMMON /VAR2/CD,S,R,Vl,V2,BJ,UJ,BM,UM,DX,DY,DT,BIN 
CDMMON MALHA(MAX,Nl 
NYMl = NY + 1 
K = O 
DO 10 J = 1, NX 
DO 10 I = 1, NY 
















(J - ll*NYMl 
J*NYM1 + I 
(J - ll*NYM1 
J*NYM1 + I + 
(J-1)*NYM1 + 
HNYMl + I 
+ I 
+ I + 1 
1 





PARAMETER (MAX = 400, N = 3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H, 0-Z) 
COMMDN /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX),D(MAX),X(MAX),Y(MAX) 
COMMON /SUB/AL(N,N), AM(N,N), AN(N,Nl, P(N), Q(N), VR(N) 
COMMON /VARl/NX, NV, NT, NN, NXMl, NYMl, NNY,NNYMl,IT,ITMAX 
COMMON /VAR2/CD,S,R,Vl,V2,BJ,UJ,BM,UM 1 DX,DY,DT,BIN 
COMMON MALHA(MAX,N) 
* -------------------------------* Elaboracao da matriz de rigidez 
* -------------------------------* Definicao das matrizes auxiliares e/o valor das integrais locais * DEFININDO A MATRIZ M(I,J) 
* 
* 
DO 10 1 = 1, 3 
DO 10 J = 1, 3 
!F C J.EQ.J I THEN 
AM(I,J) = DX*DY/12 
ELSE 








DEFININDO A MATRIZ N(I,J) 
AN ( 1 , 1 ) = (DX/DY + DY/DX)/2 
AN(1,2) = -DY/(2*DX) 
AN(1,3) = -DX/(2*DY) 
AN(2,1) = AN(1,2) 
AN(2,2) = -AN(1,2) 
AN(2,3l = 0.0 
AN(3,1) = AN(1,3) 
AN(3,2) = 0.0 
AN(3,3) = -AN(1 1 3) 
DEFININDO AS MATRIZES P(I,J) e Q(l,J) 
p ( 11 = -DY/6 
P(21 = -P(l) 
P(3) 0.0 
Q(l) = -DX/6 
Q(2) = o.o 
Q(3) = -Q(l) 
DEFININDO A MATRIZ L(I,J) 
AL(l,l) = OY/3 
AL(1,2) = 0.0 
AL(l 1 3) = DY/6 
AL(3 1 1) = AL(1,3) 
AL(3,2) = AL(1,2) 
AL(3,3) = AL(l,ll 
DO 20 I = 1, 3 
20 AL(2,Il = 0.0 
* * * 
* * * * 
* 
* * * 
VR(ll = DY/2 
VR(2) = O 
VR ( 3) = VR ( li 
DEFININDO O VETOR R(l) 











Elaborando a matriz de rigidez e a matriz secundaria 
(para os elementos na fronteira X = 0) 





* * * * 
* 
ITR= MOD(IND,2) 
!TF = (-ll**(ITR+l) 
DO 70 ILOC = 1, 3 
IG = MALHA(IND,ILOC) 
IR= !G- NYMl*(IG/NYMl) 
DO 60 JLOC = 1, 3 
JG = MALHA(IND,JLOCJ 
ALOC = (l+PRl)*AMCILOC,JLOC) + PR3*ANCILOC,JLOC) 
$ + PR4*PCJLOCl*ITF 
BLOC = (1-PR!J*AM(ILOC,JLOC) PR3*AN(ILOC,JLOC) 
$ - PR4*P(JLOCl*lTF 
DO 80 
!F((!R.LE.NNY).AND.(IR.NE.O))THEN 
ALOC = ALOC PRS*Q(JLOC)*ITF 
BLOC = BLOC + PRS*Q(JLOC)*ITF 
ELSE 
ENDIF 
ALOC = ALOC + PR5*Q(JL0Cl*ITF 
BLOC = BLOC - PRS*Q(JLOCl*ITF 
I F ( ITR. EQ. 1 )THEN 
ENDIF 
ALOC = ALOC + BM*PR2*AL(ILOC,JLOC) 
BLOC = BLOC- BM*PR2*AL(ILOC,JLOC) 
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC 
B(IG,JG) = B(IG,JG) + BLOC 
CONTINUE 
IF(!TR.EQ.l)THEN 
DLOC = UM*BM*DT*VR(ILOC) 
ELSE 
DLOC = O 
ENDIF 
D(IG) = D(IG) + DLOC 
Calculo para os elementos compreendidos entre 








2*NY+l 1 NT-2*NY 
MOD ( IND, 2) 
(-l>**C ITR+!) 
ILOC = 1, 3 
= MALHA(IND,ILOC) 
= IG- NYMl*(IG/NYMl) 
80 JLOC = 1, 3 
JG = MALHA(IND,JLOC) 
ALOC = (l+PR1)*AM(ILOC,JLOC)+PR3*AN(ILOC,JLOC) 
+ PR4*P(JLOC)*ITF 

















ALOC = ALOC - PRS*Q(JLOC)*ITF 
BLDC = BLDC + PR5*Q(JLOC)*ITF 
ALOC : ALOC + PR5*Q(JLOC)*ITF 
BLOC = BLDC - PR5*Q(JL0Cl*ITF 
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC 
8(IG,JG) = B(IG,JG) + BLOC 
Calculo para os elementos na fronteira X = XM 




ITF = (-1)**(1TR+1) 
DO 100 ILDC = 1, 3 
IG = MALHA(IND,ILOC) 
IR= IG- NYM1*(1G/NYM1) 
DO 90 JLOC = 1, 3 
JG = MALHA(IND,JLOC) 
ALOC = (l+PRl)*AM(ILOC,JLOC) + PR3*AN(ILOC,JLOC) 
+ PR4*P(JLOC)*ITF 
BLOC = (1-PRll*AM(ILOC,JLOC) - PR3*AN(ILOC,JLOC) 
- PR4*P(JLOC)*ITF 
IF((IR.LE.NNY).AND.(IR.NE.O))THEN 
ALOC = ALDC - PRS*Q(JLDC)*ITF 
BLDC = BLDC + PRS*Q(JLOC)*ITF 
ELSE 
ENDIF 
ALOC = ALOC + PR5*0CJL0Cl*ITF 
BLOC = BLDC - PRS*Q(JLOC)*ITF 
IF(ITR.EQ.O)THEN 
ENDIF 
ALOC = ALOC + BJ*PR2*AL(ILOC,JLOC) 
BLOC = BLOC- BJ*PR2*AL(!LOC,JLOC) 
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC 
BCIG,JG) = B(IG,JG) + BLOC 
CONTINUE 
!F(ITR.EQ,O)THEN 
DLOC = UJ*BJ*DT*VR(ILOC) 
ELSE 
DLDC = O 
ENDIF 





PARAMETER (MAX = 400, N = 3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H, 0-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX), B(MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), YCMAX) 
COMMON /SUB/AL(N,N), AM(N,N), AN(N,N), P(N), Q(N), VR(N) 
COMMON /VARl/NX, NY, NT, NN, NXMl, NYMl, NNY,NNYMl,IT,ITMAX 
COMMON /VAR2/CD,S,R,V!,V2,BJ,UJ,BM,UM,DX,DY,DT,BIN 
COMMON MALHACMAX,N) 
DO 20 I = 1, NN 
5 = o 
DO 10 J = 1, NN 
10 5 = S + B(l,J)*X(J) 




FINAL 00 PROGRAMA 
*====================================================================== 
70 
A listagem a seguir, é o programa fonte, para a 
linguagem Fortran, usando a técnica do Upwind de forma a suprir o 
possível aparecimento de oscilaç~es numéricas. 
PROGRAM SUPG4 
*~~~================ Programa principal =================== 




PARAMETER (MAX = 60, N=3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H,O-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX) 
COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS{N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N), 
$ ANS(N,N),PIN(N,N),PSU(N,N) ,OIN(N,N),QSU(N,N),R(N) 
COMMON /VAR1/CD,S,TAX,Vl,V2,PERJ,BIOJ,PERM,BIOM,BIN 
COMMON /VAR2/DX,DELX,DY,DELY,DT,NX,NY,NN,NT,NXM1,NYM1,IT,ITMAX 
COMMON MALHA(MAX,N), Z{MAX), IPVT(MAX) 
DATA A, B/7200*0.0/ 
DATA X, D/120*0.0/ 
Abertura do arquivo de dados 
OPEN(l, FILE= 'solucao2.dat', STATUS = 'NEW") 
CALL INICIO 
·----------------------------------------------------------------------* Chamada da subrotina MALHAM 
·----------------------------------------------------------------------
CALL MALHAM 
·----------------------------------------------------------------------* Construcao das submatrizes 
*----------------------------------------------------------------------
CALL CONSTRU 
*----------------------------------------------------------·------------* Construc~o da matriz de rigidez 
*-----------------------------------------------------------------------
CALL RIGIDEZ 




*----------------------------------------------------------------------* RESOLVENDO O SISTEMA VIA L.U 
*----------------------------------------------------------------------
JOB = O 
DO 50 IT = 1, ITMAX 
CALL PROD 
CALL SGESL(A,MAX,NN,IPVT,V,JOB) 
DO 40 I = 1, NN 
40 WRITE(l,70) Y(l) 
50 
DO 50 I -= 1, NN 
X(!) = Y(!) 
END FILE(1) 
CLOSE( 1l 
70 FORMAT (E10.4) 
END 
*====================================================================== * SUBROTINA PARA OBTENCAO DOS DADOS INICIAIS 
*----------------------------------------------------------------------












PARAMETER (MAX = 60, N=3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H,O-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B{MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX) 




COMMON MALHA(MAX,N), Z(MAX), IPVT(MAX) 
Entro3.da dos parametros do problema, via teclado 
WRITEC*,lO) 
FORMAT(' Coeficiente de Difusao, co = . ) 
READ(*,*) CD 
WRITE(*,15) 
FORMAT (. Mortal id. devido a migracao, s = . ) 
READ(*,*> s 
WRITEC*,20) 
FORMAT (' Taxa de cr-esc.da Biomassa, TAX = . ) 
READ(*,*> TAX 
WR!TE(*,25) 
FORMAT{' Coe f. de per-m.na jusante, PERJ = . ) 
READ(*•*) PERJ 
WRITE(*,30) 
























* * * 
* 
WRITEC*,35} 
FORMATI' Coef.de per-m. na montante, PERM = ' ) 
READC*,*l PERM 
WRITE(*,40) 
FORMAT(. Pop. externa na montante, BIOM = ' ) 
READC*,*l BIDM 
WRITEC*,45) 
FORMATI' Comp.Vl, na di r. do eixo-X, Vl = ' ) 
READC*,*l Vl 
WRITE( *,50) 
FORMAT I' Comp.V2, na dir-. do eixo-V, V2 = ' ) 
READ(*,*) V2 
WRITE(* 1 55) 
FORMAT I' Inter-valo tempo r-a 1, DT = ' ) 
READ(*,*l DT 
Entrada, via teclado, das dimensoes do dominio 
WRITEC*,60) 
FORMAT(' Valor maximo de X, 
READC*•*) XM 
WRITEC*,65) 
XM = ' ) 
FORMAT(' No. de subintervalos em X, NX = ') 
READI *, *) NX 
WRITE(* 1 70) 
FORMAT(' Valor maximo de V, 
READC*,*l YM 
WRITE(*,80) 
YM = ' ) 
FORMAT(' No. de subintervalos em Y, NY = ') 
READ(*,*l NY 
WRITEC*,90) 
FORMAT(' No. maximo de iteracoes, ITMAX = ') 
READ( *, *) ITMAX 
WRITEC*,95) 
FORMAT(' Biomassa inicial, 
READ(*,*> BIN 
B(>,y,O) = 'l 
Calculo das variaveis da discretizacao: 
DX = XM/NX 
DY = YM/NY 
NXMl = NX + 1 





* * * 
* 
Calculo do~ pesos de upwinding 
I F ( Vl. NE. O JTHEN 
ELSE 
ENDIF 
AUXl = 1 - 2*CD/A8S(Vl*DX) 
IF(AUXl.GT.O)THEN 
DELX = AUXl 
ELSE 
DELX = 0.0 
ENDIF 




AUX2 = 1 - 2tCD/ABS(V2tDY) 
IF(AUX2.GT.O)THEN 
DELY = AUX2 
ELSE 
DELY = 0.0 
ENDIF 
DELY = 0.0 
numero de elementos finitos 
* numero de nos 
* NN = NXMltNYMl 
WRITE (l,*l NN 
WRITE (l,t) NYMl 
WRITE (l,t) ITMAX 
* * * 
Preparacao da condicao inicial 
DO 100 I = O, NX 
100 X(I*NYM1 + 1) ~ BIN 
DO 110 I = 1, NN 
110 write(l,l20) X(l) 




SUBROTINA P/ CALCULO DA MATRIZ MALHA DO DOMINIO DISCRETIZADO 
t----------------------------------------------------------------------
SUBROUTINE MALHAM 
PARAMETER (MAX = 60, N=3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H,O-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),8{MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX) 
7. 
* 
COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS(N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N), 
$ ANS(N,Nl,PIN(N,N),PSU(N,N),QIN(N,N),QSU(N,N),R(N) 
COMMON /VAR1/CD,S,TAX,Vl,V2,PERJ,BIOJ,PERM,BIOM,BIN 
COMMON /VAR2/DX,DELX,DY,DELY,DT,NX,NY,NN,NT,NXM1,NYM1 1 IT,ITMAX 
COMMON MALHA(MAX,N), Z(MAX), IPVT(MAX) 
K = O 
DO 10 J = 1, NX 
DO 10 I = 1, NY 
K = K + 1 
MALHA(K,l) 
MALHAIK,2) 
MALHA(K 1 3) 












IJ - 1)*NYM1 + I 
J*NYM1 + I 
IJ - l)*NYMl + I + 1 
J*NYM1 + I + 1 
IJ-1i*NYM1 + I + 1 
J*NYMl + I 
*====================================================================== 




PARAMETER (MAX = 60, N=3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H,O-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX), O(MAX), X(MAX), Y(MAX) 
COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS(N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N), 
S ANS(N,N),P!N(N,N),PSU(N,N) ,QIN(N,NJ,QSU(N 1 N),R(N) 
COMMON /VAR1/CD,S,TAX,V1,V2,PERJ,BIOJ,PERM,810M,BIN 
COMMON /VAR2/DX,DELX,DY,DELY,DT,NX,NY,NN,NT,NXM1,NYM1,IT,ITMAX 
COMMON MALHA(MAX,N), Z(MAX), IPVT(MAX) 
 Definicao das matrizes auxiliares e/o valor das integrais locais 
* * * 
DEFININDO AS MATRIZES 
ALI(1,1) = ( 1 - DELY)*DY/3 
ALI(1,2) = 0.0 
ALI(1,3) = I 1 - 2*DELYI*DY/6 
ALI(3,1) = ( 1 + 2*DELY)*DY/6 
ALI (3,2) = 0.0 
ALI(3,3) = I 1 + DELY)*DY/3 
ALS(l,l) = ALI(3 1 3) 
ALS(1,2) = 0.0 
ALS(1 1 3) = ALI(3,1) 
ALS(3,1) = ALI(l,3) 
ALS(3,2) = o.o 
ALS(3,3) = ALII1,11 
ALI(I,J) e ALSCI,J) 





* * • 
DO 10 J = 1, 3 
ALI(2,Jl = 0.0 
10 ALS(2,J) = 0.0 
DEFININDO AS MATRIZES AMI(I,J) e AMS(I,Jl 
AMI(1,1) = (5- 4*DELX - 4*DELY)*DX*DY/60 
AMI(1,2) = (5- B*DELX- 4*DELY)*DX*DY/120 
AMI(1,3) = (5- 4*DELX- B*DELYl*DX*DY/120 
AMI(2,1) = (5 + B*DELX)*DX*DY/120 
AMI(2,2) = (5 + 4*DELXl*DX*DY/60 
AMI(2,3) = (5 + 4*DELXl*DX*DY/120 
AMI(3,1) = (5 + B*DELYl*DX*DY/120 
AMI(3,2) = (5 + 4*DELYl*DX*DY/120 
AMI(3,3) = (5 + 4*DELYl*DX*DY/60 
AMS(1,1) = (5 + 4*DELX + 4*DELYl*DX*DY/60 
AMS(1,2) = (5 + B*DELX + 4*DELYl*DX*DY/120 
AMS(1,3) = (5 + 4*DELX + B*DELYl*DX*DY/120 
AMS(2,1) = (5- B*DELXl*DX*DY/120 
AMS(2,2) ~ (5- 4*DELXl*DX*DY/60 
AMS(2,3) ~ (5- 4*DELXl*DX*DY/120 
AMS(3,1) = (5- B*DELYl*DX*DY/120 
AMS(3,2) = (5 - 4*DELYl*DX*DY/120 
AMS(3,3) = (5 4*DELYl*DX*DY/60 




ANI(2,1)= 2*DELX*DX/(3*DY) - OY/(2*DX) 
ANI(2,2)= DY/(2*DXl 
ANI(2,3)~-2*DELX*DX/(3*DYl 






ANS(2,1)~-2*DELX*DX/(3*DY) - DY/(2*DX) 
ANS(2,2)= DY/(2*DXl 
ANS(2,3)= 2*DELX*DX/(3*DY) 
ANS(3,1)=-2*DELY*DY/(3*DX) - DX/(2*DY) 
ANS(3,2)= 2*DELY*DY/(3*DX) 
ANS(3,3)= DX/(2*DY) 
DEFININDO AS MATRIZES PIN(l,J) e PSU(l,J) 
PIN(1,1) = (-l+DELX+DELY)*DY/6 
PIN(1,2) ~ (1-DELX-DELYl*DY/6 
PlN(2,1) =-(l+DELXl*DY/6 
* 
PIN(2,2) = (!+DELXl*DY/6 
PIN(3,1) =-(1+DELYl*DY/6 
PIN(3,2) = (!+DELY)*DY/6.0 
PSU(1,1) = (1+DELX+DELYl*DY/6 
PSU(1,2) =-(!+DELX+DELYl*DY/6 
PSU(2,1) = ( 1-3*DELX)*DY/6 
PSUC2,2) ; (-1+3*DELXl*DY/6 
PSU(3,1) = ( 1-3*DELY)*DY/6 
PSU(3 1 2) = (-1+3*DELY)*DY/6 
DO 20 I = 1, 3 
PIN(I,3) = 0.0 
20 PSU(I,3) = 0.0 
* DEFININDO AS MATRIZES QINCI,J) e QSU(I~J) 
* 
* * * 
OIN(l,l) = (-l+DELX+DELYl*DX/6 
QIN(1,3) = ( 1-DELX-DELYl*DX/6 
OINC2,1) =-(l+DELXl*DX/6 
QIN(2,3) = (l+DELXl*DX/6 
OIN(3,1) =-(l+DELYl*DX/6 
QIN(3,3) = (l+DELYl*DX/6 
OSU(l,l) = (l+DELX+DELYl*DX/6 
QSU(1,3) =-(l+DELX+DELYl*DX/6 
0SU(2,1) = ( 1-DELXl*DX/6 
QSU(2,3) = (-l+DELX)*DX/6 
QSU(3,1) = ( 1-DELYl*DX/6 
QSU(3,3) = (-1+DELY)*DX/6 
DO 30 I = 1,3 
QIN(I,2) = 0.0 
30 QSU(I,2) = 0.0 
DEFININDO O VETOR R(I) 
R(l) = (3-4*DELY)*DY/6 
R(2) = O 




* SUBROTINA PARA ELABORACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E MATRIZ SECUNDARIA 
*----------------------------------------------------------------------
SUEROUTINE RIGIDEZ 
PARAMETER (MAX = 60, N=3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H,O-Z) 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX), D(MAX), XCMAX), Y(MAX) 




* * • 
* * * * 
* 











CALCULO DOS PARAMETROS P/ ELABORAR A MATRIZ DE RIGIDEZ 





ELABORANDO A MATRIZ DE RIGIDEZ E A MATRIZ SECUNDARIA 
(pa~a os elementos na f~onteira X = 0) 
DO 20 IND = 1 1 Z*NY 
ITR= MOD(IND,2) 
DO 20 ILOC = 1, 3 
IG = MALHA(IND,ILOC) 
DO 10 JLOC = 1, 3 
JG = MALHA(IND,JLOC) 
IF(ITR.EO.l)THEN 
ALOC=(l+PR1)*AMI(ILOC,JLOC)+PR3*ANI(ILOC,JLOC) 
$ + PR4*PINCILDC,JLOC) + PR5*0IN(ILOC,JLOC) 
$ + PERM*PR2*ALI(ILOC,JLOC) 
BLOC=(l-PRll*AMI(ILOC,JLOC)-PR3*ANI(ILOC,JLOCl 
$ - PR4*PIN(ILOC,JLOC) - PR5*0IN(lLOC,JLOC) 





+ PR4*PSU(ILOC,JLOC} + PR5*0SU(ILOC,JLOC) 
8LOC=(l-PR1l*AMS(ILOC,JLOC)-PR3*ANS(ILOC,JLOC) 
- PR4*PSU(ILOC,JLOC) - PR5*0SU(ILOC,JLOC) 
ENDIF 
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC 
B(IG,JG) = 8(IG,JG) + BLOC 
IFCITR.EQ.l)THEN 
DLOC = BIOM*PERM*DT*RCILOC) 
ELSE 
DLOC = O 
ENDIF 
D(IG) = D(IG) + DLOC 
Calculo para os elementos compreendidos entre 
X > O e X < XM 
DO 30 IND = 2*NY+1, NT~2*NY 
ITR= MOD(IND,2) 
DO 30 ILOC = 1, 3 
IG = MALHA(IND,ILOC) 
DO 30 JLOC = 1, 3 

























I F I ITR. EQ. 1 )THEN 
ALOC=(1+PR1)*AM!(!LDC,JLOC)+PR3*ANIIILOC,JLOC) 
+ PR4*PIN(ILOC,JLOC) + PR5*QIN(!LOC,JLOC) 
BLOC=(l-PRl)*AMI(ILDC,JLOC)-PR3*ANI(ILOC,JLOC) 
- PR4*PIN(ILOC,JLOC)- PR5*QIN(ILOC,JLOC) 
ELSE 
ALOC=(l+PR1)*AMS(ILDC,JLOC)+PR3*ANS(ILOC,JLOC) 
+ PR4*PSU(ILOC,JLOC) + PR5*QSU(ILOC,JLOC) 
BLOC=C1-PR1)*AMS(ILDC,JLOC)-PR3*ANS(ILOC,JLOC) 
- PR4*PSU(!LOC,JLOC)- PR5*QSU(!LOC,JLOC) 
ENOIF 
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC 
B(IG,JG) = B(IG,JG) + BLOC 






NT+l- 2*NY, NT 
MOD( IN0,2) 
ILOC = 1, 3 
IG = MALHA(!ND,ILOC) 
DO 40 JLOC = 1 • 3 
JG = MALHA(IND,JLOC) 
!F(!TR.EQ.1)THEN 
ALOC=(1+PR1)*AM!(!LDC,JLOC)+PR3*AN!(!LOC,JLOC) 
+ PR4*PIN(!LOC,JLOC) + PR5*QINCILOC,JLOC) 
8LOC=C1-PR1)*AMIIILOC,JLOC)-PR3*ANIIILOC,JLOC) 
- PR4*PINCILOC,JLOC) - PR5*QINI!LOC,JLOC) 
ALOC=(l+PR1)*AMS(ILOC,JLOC)+PR3*ANS(!LOC,JLOC) 
+ PR4*PSU(ILOC,JLOC) + PR5*QSU(ILOC,JLOC) 
+ PERJ*PR2*ALS(ILOC,JLOC) 
8LOC=(1-PR1)*AMS(!LOC,JLOC)-PR3*ANS(!LOC,JLOC) 
- PR4*PSU(1LOC,JLOC) - PR5*QSU(ILOC,JLOC) 
- PERJ*PR2*ALS(!LOC,JLOC) 
A(IG,JG) = A(IG,JG) + ALOC 
B(IG,JG) = B(!G,JG) + BLOC 
!F(!TR.EQ.O)THEN 
DLOC = B!OJ*PERJ*DT*RI4-ILOC) 
ELSE 
DLOC = O 
ENDIF 
O(!G) = O(!G) + DLOC 
*====================================================================== 
?9 
* SUBROTINA PRODUTO DE UMA MATRIZ POR UM VETOR• y= B*x + d 
*----------------------------------------------------------------------
SUBROUTINE PROD 
PARAMETER (MAX = 60, N=3) 
IMPLICIT REAL*4 (A-H,O-Zl 
COMMON /MAT/A(MAX,MAX),B(MAX,MAX), D(MAX), X(MAX), Y(MAX) 
COMMON /SUB/ALI(N,N), ALS(N,N), AMI(N,N), AMS(N,N), ANI(N,N), 
$ ANS(N,N),PIN(N,N),PSU(N,N),QlN(N,N),QSU(N,N),R(N) 
COMMON /VAR1/CD,S,TAX,Vl,V2 1 PERJ,8IOJ,PERM,BIOM,BIN 
COMMON /VAR2/DX,DELX,DY,DELY,DT,NX,NY,NN,NT,NXM1,NYM1,IT,ITMAX 
COMMON MALHA(MAX,N), Z(MAX), IPVT(MAX) 
DO 20 I = 1, NN 
s = o 
DO 10 J = 1, NN 
10 S = S + B(l,J)*X(J) 
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